Dualite de Van den Bergh 
et Structure de Batalin-Vilkoviskii sur les algebres de Calabi-Yau 



Thierry Lambre 

Resume : Nous montrons que la notion de calcul de Tamarkin-Tsygan a dualite permet 
de construire des structures de Batalin-Vilkoviskii dans un cadre general. Nous montrons 
que la dualite de Van den Bergh des algebres est un calcul de Tamarkin-Tsygan a dualit. 
Ceci permet notamment de retrouver la structure BV des algebres de Calabi-Yau mise en 
evidence par V. Ginzburg. 

Summary : The abstract notion of Tamarkin-Tsygan calculus with duality gives Batalin- 
Vilkoviskii structures in a general setting. We apply this technique to the case of Van den 
Bergh duality for algebras to prove that Calabi-Yau algebras are BV-algebras. 

Classification AMS : 16 E 40, 20 J 06, 55 U 30. 



Introduction. 

V. Ginzburg a montre recemment que les algebres de Calabi-Yau sont des algebres de 
Batalin-Vilkoviskii (en abrege, BV-algebres). 

Theoreme ([Gi, 3.4.3]). Soit A une algebre de Calabi-Yau et soit (H*(A, A), U, [ , ]) 
Valgebre de cohomologie de Hochschild de A, munie de sa structure d'algebre de Gersten- 
haber. II existe un generateur A du crochet de Gerstenhaber [ , ], c'est-a-dire qu'il existe 
une application A : H*(A, A) — > H*~ 1 (A, A) satisfaisant a la relation 

[a, 0\ = A(q U p) - (-l) p a U A(/3) - A(a) U (3 

pour tout a G H*>(A,A) et (3 G H q (A,A). 

Ann de commenter ce resultat, introduisons quelques notations. 

Notons B : H*(A,A) — ► H* + i(A, A) le bord de Connes en homologie de Hochschild ([C], 
[L]). Soit d la dimension cohomologique de Palgebre de Calabi- Yau et soit 

VdB : H*(A,A) -> H d ^(A,A) 
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Pisomorphisme de dualite de Van der Bergh ([VdB]). 

Soient a € H P (A,A), (3 G H q (A,A) etzG H r (A,A). La contraction 

i a : H r (A, A) — > H r _ p (A, A) 

est definie par i a (z) = z D a (le symbole n designe ici le cap-produit, voir paragraphe 2). 

Les deux ingredients essentiels de la demonstration du theoreme de V. Ginzburg sont les 
suivants. 

1) La contraction satisfait l'identite remarquable suivante de Tamarkin-Tsygan ([T-T]). 

(TT) Ifap] = [[B,L a ]g r ,Lp\ gr , 

o dans le membre de droite de cette expression, les crochets [ , \ gr designent des commuta- 
teurs gradues. 

2) L'inverse D = (VdB) -1 de Pisomorphisme de dualite de Van den Bergh satisfait l'identite 
remarquable de Ginzburg ([Gi], 3.4.3). 

(G) D(z n a) = D(z) U a. 

Soit d la dimension de l'algebre de Calabi-Yau. A partir des identites remarquables (TT) 
et (G), il est facile de verifier qu'en posant 

A = {-VfDBD- 1 , 

on a la relation de Batalin-Vilkoviskii 

(BV) [a, (3} = A(a U 0) - (-l) p a U A(J3) - A(a) U 0. 

Autrement dit le theoreme de V. Ginzburg affirme que le conjugue du bord de Connes en 
homologie de Hochschild par l'inverse de Pisomorphisme de dualite de Van der Bergh est un 
generateur du crochet de Gerstenhaber de l'algebre de cohomologie de Hochschild H*(A, A) 
de l'algebre de Cabali-Yau A. 

Nous enonons et employons dans ce texte une generalisation de ce phenomene pour les 
calculs de Tamarkin-Tsygan a dualite, objets satisfaisant dans un certain cadre de generalite 
les relations (TT) et (G). 

Theoreme 1.6. Soit (H*,H*,k,c) un calcul de Tamarkin-Tsygan a dualite, de classe 
fondamentale c £ (voir definition 1.3). Notons D = (cD — ) _1 V inverse de Tisomorphisme 
de dualite. Alors un generateur du crochet de Gerstenhaber de H* est A = (— l) d DK,D~ l 
et l'algebre de Gerstenhaber H* est une BV-algebre. 
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Pour exploiter ce resultat general dans le cadre de la dualite de Van den Bergh des algebres, 
nous montrons que l'isomorphisme de dualite de Van den Bergh s'exprime comme le cap- 
produit par une certaine classe fondamentale canoniquement associee aux algebres con- 
siderees. 

Theoreme 4.2. Soit A une algebre a dualite de Van den Bergh, de module dualisant 
V = H d (A,A e ), de classe fondamentale c € H d (A,V). Alors, pour tout A e -module M et 
pour tout entier p>0,le cap-produit 

c n - : H p (A, M) H d _ p (A, V ® A M) 

est un isomorphisme. 

Les resultats 1.6 et 4.2 permettent de fournir une demonstration du theoreme de V. Ginzburg. 



Dans diverses situations analogues, une dualite en terme de cap-produit est bien connue. 
C'est le cas notamment en cohomologie des groupes ([B-E]) mais aussi dans un cadre de 
geometrie de Poisson (voir par exemple [H] et [X]). Dans ces differents contextes (groupes, 
algebres ou geometrie de Poisson), le cap-produit par une certaine classe fondamentale est 
un isomorphisme. 

En ce sens, les algebres de Calabi-Yau apparaissent comme Panalogue algebrique des groupes 
a dualite de Poincare orientables. Pour se convaincre de la pertinence de cette affirmation, 
il peut tre utile de s'aider du dictionnaire analogique suivant. 



Groupes a dualite Algebres a dualite 

Z A 
1[G] A e = A® k A op 

Cohomologie des groupes Cohomologie des algebres 

HP{G, M) = Ext^ [G] (Z, M) HP {A, M) = Ext^ e (A, M) 

Groupe de type FP Algebre de type FP 

Dimension cohomologique 
d = pdim Z [ G ] (Z) d = pdim^e (A) 

Module dualisant 
P = Ext^ [G] (Z,Z[G]) V = Ent d Ae (A, A e ) 

Classe fondamentale 
H d (G, V) * Rom nG] (V, V) H d (A, V) * Horn,, (V, V) 



3 



Theoreme de dualite 
Bieri-Eckmann (1973) Van den Bergh (1998) 

si G de type FP si A de type FP 

si G de dimension cohomologique d si A de dimension cohomologique d 

si Ex4 [G] (Z,Z[G]) = 0, i ^ d si Ent^^A, A e ) =0, i ^ 
si I) est sans torsion sur Z si P est A e -inversible 

alors 

le cap-produit par la classe fondamentale est un isomorphisme 

Groupe a dualite de Poincare orientable Algebre de Calabi-Yau 

T> = Z comme Z[G]-module T> = A comme ^4 e -module 

avec action triviale de G avec action triviale de A e 

Ce texte est organise comme suit. 

1. Structure BV pour les calculs de Tamarkin-Tsygan a dualite. 

2. Rappels sur les structures multiplicatives en theorie de Hochschild. 

3. Algebres de type FP. 

4. Dualite de Van den Bergh. 

5. Une demonstration du theoreme de V. Ginzburg. 

6. Une demonstration d'un resultat de M. Kontsevich. 



1. Structure BV pour les calculs de Tamarkin-Tsygan a dualite. 

Definition 1.1. Soit H* = (B p >qH p un k-espace vectoriel gradue. On note C* le k-espace 
vectoriel gradue decale, CP = H p+1 . Pour a £ H p , on pose \ a |= p et deg(a) = p — 1. 
On dit que H* est une algebre de Gerstenhaber s'il existe des operations U et [ , ] telles 
que : 

1) (H*,U) est une algebre graduee commutative, c'est-a-dire une algebre dans laquelle on 
a la relation aU(3= (-1)^^(3 u a. 

2) (£*, [ , ]) est une algebre de Lie graduee, c'est-a-dire qu'on a la relation d'antisymetrie 
graduee 

et Videntite de Jacobi graduee 

(_ 1 )dep(a)dep( 7 )[ aj [^j] + ^deg^deg^) ^ ^ ^ + ^deg^degtf) ^ = Q _ 
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3) Pour tout a € CP , [a, — ] est une derivation de degre deg(a) de T&lgebre graduee 
commutative (H*,U), c'est-a-dire qu'on a la relation 

[a, (3 U 7] = [a, 0} U 7 + (-l)^9(aMp y [ a> 7 ], 

Definition 1.2. Un calcul de Tamarkin-Tsygan est la donnee d'un triplet (H* , H*, k) 
d'espaces vectoriels gradues satisfaisant aux conditions a), b) et c) ci-dessous. 

a) (H*, U, [ , ]) est une algebre de Gerstenhaber telle que k C H . 

b) H* est un (H*, U) -module gradue, c'est-a-dire qu'il existe une application k-lineaire 

H p <8>fc H r — y H r _ p 
a <S> z — > z n a 

telle que pour z <G H r et a G H p , en posant L a {z) = (— l) rp z Pi a , on a la relation 

c) II existe une application k : — > teJie que k 2 = et telle qu'en posant 

L a [k, i a ]g r K l a ( 1)' ^ i a K, 

la relation suivante est satisfaite : 

(TT) [L a ,Lp]gr = Ifapy 

Remarque : Dans un calcul de Tamarkin-Tsygan (H*, H*,k), l'espace vectoriel gradue H* 
est un (£*, [ , ])-module de Lie gradue pour P operation 

C p 1 x H r —y H r _( p _ 1 j 

a<S> z —> L a (z), 

c'est-a-dire qu'on a la relation L\ a m = [L a ,Lp] gr = L a Lp — (— l) de9 ^ de9 ^ LpL a . 

Definition 1.3. Soit (H* , H*, k) un calcul de Tamarkin-Tsygan. On dit que ce calcul est 
un calcul de Tamarkin-Tsygan a dualite s'il existe c £ tel que cfl 1 = c et tel que pour 
tout entier p, 

cn -:H p ^H d _ p 

est un isomorphisme. 
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Get isomorphisme est appele isomorphisme de dualite. L 'element c est appele classe fonda- 
mentale du calcul de Tamarkin-Tsygan a dualite. 

Proposition 1.4. (formule de Ginzburg, [G], 3.4.3. (i)) Soit (H* , H*, k,c) un calcul de 
Tamarkin-Tsygan a dualite, de classe fondamentale c G H^. Soit D = (c fl — ) _1 l'inverse 
de l'isomorphisme de dualite. Alors pour tout a G H p et tout z G H r , dans H r - p , on a 
Vegalite 

(G) D(z n a) = D(z) U a. 

Demonstration. Soit z G H r . Par l'isomorphisme de dualite, il existe (3 G H d ~ r tel que 
z = c fl (3, ce qui s'ecrit encore D(z) = (5. Pour tout a G H p , on a done 

zCia = (cnf3)ria 

= (-ip iQ ( c n/3) 

= ("ir (-l)^" r) t a (C) 

= (-iyp+^-r) iaU/3 (c ) 

= (_ 1 jrp+d(d-r) (_ 1 )(p+d-r)d c n ( a y /3 ) 

= cn (D(z) U a), 
ce qui s'ecrit encore -D(z fl a) = D(z) U a. 

Lemme 1.5. Soit (H* , H*, k, c) un calcul de Tamarkin-Tsygan a dualite, de classe fonda- 
mentale c G Hd- Soit D = (c fl — ) _1 l'inverse de l'isomorphisme de dualite. On dehnit 
A : H* -» i?*- 1 par 

A = D k D' 1 . 

Soient z G H r , a G # p et (3 £ H q . Alors on a la relation 

D(z) U [a, /?] = A(D(z) UqU /?) - (_i)P(r-KH-i)-W-r a u A ( J D(z) U /?) 

_(_!)(«*-»■) A(I>(z) U a) U /? - (-l)M-i-M-r A(D(z)) U (a U /?). 

Demonstration. D'apres la formule de Ginzburg 1.4, on a 

D(zn[a,/3])=D(z)U[«,/?]. 
Par ailleurs, zf~l [a,/3] = (-1)(p+9- 1 )'" fc [a)/ j](z). On a done 

[«,/?])= (-1)(H^-Dr D{i [aA {z)). 
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La relation (TT) de 1.2 s'ecrit 



L [a,/3] — [[ K : L a]gr, l fi\gr 

d'o 

D(z n [a, 13]) = (-l) { ^-^D{i [aA {z)) = (-l)(P+«-Vr {A _ B _c_ D) 

avec 

A = D k i aU/ 3 (z), 

B = (-l)P D i a k bp (z), 

C = (_1)(P-1)« D Lfl K L a (Z) 

et D = (-1)(p- 1 )(i+ 1 ) D i aUf3 k {z). 

Calculons successivement ces quatre termes en utilisant sans cesse la relation AD = (—l) d Dk 
ainsi que la formule de Ginzburg. Les calculs conduisent a 

A = D K L M p(z) 

= (-l) d (-l)(P+i> A{D(z n (a U /?))) 
= (-l) d+ ( p+q >A(D(z)UaUp). 

De maniere analogue 

B = {-If D {t a (k tp (z))) 

= (-If (-l)( r -«+ 1 )f D(k i p (z) n a) 

= (_!)P+(r-9+l)p (£, K Lp ( z ))na 

= (_i)P+(r-9+i)P (-l) d AD( t/3 (z)) U a 

= (_ 1 )P+(r- 9 +i) P +rf (_i)^A J D(z n /3) U a 

= (_i)P+(»--9+i)p+*fr5A(DCz) U /3) U a 

= (_l)P+(r-9+l)p+*fr 5 (_ 1 )(^+?-l)P a u A{D(z) U /3) 
= (-If+dP+rq+d a u A(D(^) U /?). 

De maniere analogue, on obtient 

C = (-l) r (f-«)+ d A( J D(z) U a) U /?. 

Enfin, on a 

D = (-l)^- 1 )^ 1 ) D Layjp k(z) 

= (_1)(P"1)(9+1) (_l)(r+l)(p+9) £>( K ( Z ) n (QU/3)) 
= (_l)(P-l)(9+l) + (r+l)(p+9) £>(«(*)) u (aU/3) 

= (_i)(p-i)(«+i)+(r+i)(P+9) A(D(z)) U(aUj8). 
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Ces quatre calculs achevent la demonstration du lemme 1.5. 

Corollaire 1.6. Soit (H* , H*, k,c) un calcul de Tamarkin-Tsygan a dualite. Alors H* est 
une BV-algebre. Plus precisement, en supposant c £ et en notant D = (c n — ) _1 
1 'inverse de Visomorphisme de dualite, un generateur du crochet de Gerstenhaber de H* est 

A = {-l) d DkD- 1 

et la relation 

[a, 0] = A(q U 0) - {-Ifa U A{{3) - A(a) U 

est satisfaite. 

Demonstration. On applique la formule 1.5 a z = c, classe fondamentale du calcul de 
Tamarkin-Tsygan. Grace a c <G Hd, D(c) = 1 et A(l) = 0, on aboutit a 

[a, 0} = A(a U p) - {-Ifa U A(f3) - A(a) U 0, 

ce qui montre que A est un generateur du crochet de Gerstenhaber de H*. 

2. Rappels sur les structures multiplicatives en theorie de Hochschild. 

Soient k un corps et A une A;-algebre. On pose A e = A 0k A op . Soit M un ^-module a 
gauche. La cohomologie et Phomologie de Hochschild deia valeur dans M sont respecti- 
vement donnees par H*(A, M) = Ext* Ae (A, M) et H*(A, M) = Torf (A, M). On sait qu'en 
posant C p (A, M) = Hom k {A® p , M), on a H P (A, M) = H P (C*(A, M), b) o b : C P (A, M) -» 
C p+1 {A, M) est le bord de Hochschild defini pour / € C*(A, M) par 

bf(ai, ■ ■ ■ ,ap+i) = aif(a 2 , ■ ■ ■ ,a p+1 ) - f(a 1 a 2 ,a 3 , ■ ■ ■ ,a p+ i) H 

+ ■ • • , Op-i, a p a p+1 ) + (-l) p+1 /(ai, ■ ■ ■ , a p )a p+1 . 

De maniere analogue, en posant C r (A, M) = M <g> k A® r ', on a H r (A, M) = H r (C*(A, M),b) 
o b : C r (A, M) — > C r -i(A, M) est donne par la formule 

b(m, ai, ■ ■ ■ , dr) = (mai, a 2 , ■ ■ ■ , a r ) — (m, a\a 2 , a 3 , ■ ■ ■ , a r ) H 

+(-l) r ~ 1 f(m, ai, • ■ ■ , a r _ 2 , a r ^a r ) + (-l) r (a r m, ai, • • • , a r _i). 

Rappelons les definitions des differents produits presents. 
Le cup-produit. 

II s'agit d'une application /c-lineaire 

U : ^(A M) is* TV) -» H p+q (A, M ® A N). 
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Ecrivons a G H P {A,M) sous la forme a = cl(f) et de meme (3 G H q (A,N) sous la forme 
P = d(g) o / G C P (A,M) et g G C q {A,N) sont des 6-cocycles. On definit l'element fUg 
de C p+q {A, M ® A N) par la formule 

/ U g{a u • • • , a p+q ) = (-l) pq f(a u ■■■ ,a p )® A g(a p +i, ■ ■ ■ a p+q ). 

La formule b(f U g) = bf U g + (— l) p f U bg montre que / U g est un 6-cocycle des que / et 
g le sont, ce qui permet definir a U (3 comme la classe de cohomologie du 6-cocycle f U g. 

Le cap-produit. 

II s'agit d'une application /c-lineaire 

n : H r (A, N) ® k H P (A, M) -» H r _ p (A, N ® A M). 

Ecrivons z G H r (A,N) sous la forme z = cZ(z) o z = (n, ai, • ■ ■ , a r ) est un 6-cycle de 
C r (A, iV). Ecrivons a G M) sous la forme a = cl(f) o / est un 6-cocycle de C P (A, M). 

Defmissons l'element z PI / de C r - P (A, N ®a M) par la relation 

z fl / = (-l) rp (n ®a /(ai, • • • , dp), ap+i, • • • , a,.). 

La relation b(z)f]f = zDbf+(-l) p b(zr)f) montre que zfl/ est un 6-cycle de C r ~ p (A, N <8u M). 
Ceci permet de definir z n a = c/(z n /) comme la classe d'homologie de ce cycle. 

Le cup-produit et le cap-produit sont relies par la formule suivante, de demonstration 
immediate a partir des definitions ci-dessus. 

Pour z G H r (A,N), a G H P (A,M) et G H q (A,M'), dans H r _ (p+q) (A, N ® A M ® A M'), 
on a l'egalite 

(z n a) n/3 = z n (a up). 

Le crochet de Gerstenhaber. 

Soient a G H P (A, A) et /? G H q (A, A). Ecrivons a = cZ(/) et /? = cZ(o) avec f et g cocycles 
respectifs de C P (A,A) et de C q (A, A). Pour definir le crochet de Gerstenhaber [a, ft] G 
H p+q ~ 1 (A,A) de a et /3, on introduit les applications k— lineaires f o { g : A® p+q ~ l — > A, 
definies pour 1 < i < p par 

/ °i o(ai, • • • , a p+g _i) = /(ai, • • • , aj_i, o(aj, • • • , a i+g _i), a i+g , • • • a p _i +(? ). 

On pose ensuite 

i=i 
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et enfin 

[/,9]=/°ff-(-l) M(rl) F/. 
Gerstenhaber a montre la formule 

Kfog)=fo b(g) + (-l) 9 "^/) o g + (-l)'" 1 ^ U / - (-1)™/ U g). 

Ceci montre que le crochet [/, g] £ C P+9_1 (A, A) de deux cocycles f et g est egalement un 
cocycle. La classe de cohomologie du cocycle [/, g] est par definition le crochet [a, (3] des 
classes a et /?. 

M. Gerstenhaber a montre 

Theoreme 2.1. ([Ge]) L'algebre de cohomologie de Hochschild H*(A,A) est une algebre 
de Gerstenhaber. 

Le bord de Connes. ([C], [L]) 

Le bord B : C r (A, A) — > CV-iLA, A) est donne par la formule 

r 

5(a ,ai • • • ,a r ) = y](-l) 3> (l, qj, ■ ■ ■ , a r , a , • ■ ■ ,a,_i). 

Compte tenu de la relation i?6 + = 0, le bord de Connes induit un morphisme de 
/c-espaces vectoriels, qu'on note egalement B par abus de language : 

B : H r (A,A) -> H r+1 (A,A). 
D'apres un resultat de D. Tamarkin et B. Tsygan, on a 

Theoreme 2.2. ([T-T]) Le triplet A),B) est un caicul de Tamarkin- 

Tsygan. 

3. Algebres de type FP. 

Definition 3.1. Soient k un corps et A un k-algebre associative. On dit que A est une 

algebre de type FP si l'algebre A admet une resolution projective de longueur hnie par des 
A e -modules projectifs de type hni. 

Pour une algebre A de type FP, la dimension cohomologique de A est 

d = pdim A e(A). 

On pose 

V = H d (A,A e ). 

Rappelons ([B-T]) que le fc-espace vectoriel V = H d (A,A e ) est un yl e -module a gauche. 
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On verifie sans difficulte la proposition suivante. 
Proposition 3.2. Le cap-produit 

H d (A,T>) ® k H d (A, A e ) — > H (A, V® A A e ) 

z <g> a — > z n a 

fournit un morphisme k-lineaire 

H d (A,V) -> Hom A .(V,V). 

z -> z n - 

Proposition 3.3. Soit A une algebre de type FP de dimension cohomologique d. Pour 
tout A e -module M, Vapplication 

H d (A, M) -► Hom A e(V, M) 

est un isomorphisme de k-espace vectoriels. 
Demonstration. Le cap-produit 

iZ d (A, M) <g> fc P" d (.4, >l e ) -> H (A M ® A ,4 e ) M 

fournit un morphisme 

H d (A,M) -► Hom(£>,M) 
2 -» («n-)|„ 

et on verifie facilement que l'application z PI — est A e -lineaire. 

Soit P* une A e -resolution projective de type fini de A, de longueur d. On a 

Hi(A,M) = Hi(P*® A . M). 

En particulier on a la suite exacte courte 

(1) -> M) -> P d ® Ae M -> P d _! ® Ae M. 

Posons P = Hom A e(P*,A e ). On a H l (P ) = if*(A,A e ). En particulier, on a la suite 
exacte courte 

(2) P d_1 -> P d -» H d (A, A e )=V^ 0. 
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Par application du foncteur Hom^^-,^) a la suite exacte courte (2), on obtient la suite 
exacte 

(3) -» Rom A e(V,M) Horn A e(F d ,M) -> Hom A e(P d_1 , M). 
Puisque les Pj sont projectifs de type finis, on a des isomorphismes 

Horn A e(P\M) ^ Pj ® A e M 
et la suite exacte (3) s'ecrit done 

(4) -» Hom Ae (D, M) -» P d ® A e M -► P d _! ® A e M. 

Les suites exactes (1) et (4) fournissent l'isomorphisme Hd(A,M) = Hom A e(V, M). 
Remarque : Pour M = V, la proposition 3.3 montre que 

H d (A,V) -> Hom A ,(V,V). 

z -> z n - 

est un isomorphisme. Ceci conduit a la definition suivante. 

Definition 3.4. Soifc ^4 une algebre de type FP, de dimension cohomologique d. L'unique 
element c de Hj,(A,T>) tel que 

(cn-) h = icb 

s'appelle la classe fondamentale de Valgebre A. 

Proposition 3.5. Soit A une algebre de type FP, de dimension cohomologique d, de classe 
fondamentale c <G Hd(A,T>). Pour tout A e -module M, le cap-produit 

c n - : H d (A; M) -> H (A, V ® A M) 

est un isomorphisme. 

Demonstration. Si M = A e est libre de rang 1, par definition de la classe fondamentale le 
cap-produit c n — est l'application id : V — > V. 

Pour traiter le cas des modules libres, on regarde cD— comme une transformation naturelle 
du foncteur H d (A, — ) vers le foncteur Hq(A, T> ® a —). Ces deux foncteurs sont additifs. En 
outre, comme tout foncteur Tor, le foncteur Hq(A,T> ® a — ) commute aux limites directes. 
Puisque A est de type FP, le foncteur Ext^ e (^4, — ) commute egalement aux limites directes 
([Br], VIII, 4.8, p. 196). Ceci montre que si M est un A e -module libre, le cap-produit 
cD- : H d (A, M) -> H (A, V ® A M) est un isomorphisme. 

Enfin, si M est un ^4 e -module quelconque, on obtient le resultat grace a une suite exacte 
F' -> F -> M -> 0, o F et F' sont libres. 
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4. Dualite de Van den Bergh. 

Definition 4.1. Soit A une algebre de type FP de dimension cohomologique d. On dit 
que A est une algebre a dualite de Van den Bergh si H l (A,A e ) = pour i ^ d et si 
T> = H d (A, A e ) est un A e -module inversible. 

Dans ce cas, T> est appele le module dualisant de V algebre a dualite de Van den Bergh A. 

Theoreme 4.2. Soit A une algebre a dualite de Van den Bergh, de module dualisant 
V = H d (A,A e ), de classe fondamentale c € Hd(A,V). Alors, pour tout A e -module M et 
pour tout entier p>0,le cap-produit 

cD-: H p (A, M) H d _ p (A, V ® A M) 

est un isomorphisme. 

Demonstration. Introduisons les foncteurs Hi = Hi(A,V (E>a —) et = H d ~ l (A, — ). De 
maniere evidente, le foncteur Tj est un foncteur homologique. 

Premiere etape : Grce a H l (A, A e ) = pour i ^ d, montrons que le foncteur Tj est effagable 
pour i > ([Br], III, 6, p. 72). Par hypothese, on a Ti(A e ) = pour i > 0. Par additivite 
du foncteur Tj, on en deduit Ti{L) = pour i > et L libre de rang fini, done Tj(P) = 0, 
pour i > et P projectif de type fini. D'apres [Br], VIII, 4.6, p. 195, Tj commute aux 
limites directes. On en deduit Tj(L) = 0, pour i > et L libre et done aussi Ti(P) = pour 
i > et P projectif. 

Deuxieme etape : Grace a V inversible, montrons a present que Hi est un foncteur ho- 
mologique. Soit 

-> M' -» M -» M" -» 

une suite exacte courte de ^-modules. Puisque T> est inversible, T> est un A-module 
projectif a droite, done plat. On a par consequent la suite exacte courte de yl e -modules 

-> V ® A M' -> V ® A M V ® A M" 0. 

Cette suite exacte courte fournit la suite exacte longue 

► Hi + i (A, V ®a M") — ► Hi(A,V ®a M') — > Hi{A,T> ®a M) — > Hi(A,T> <S>a M") — > ■ ■ ■ 

e'est-a-dire qu'on a la suite exacte longue 

► H i+1 {M") -> Hi(M') -> Hi(M) -> Hi(M") -» H i _ 1 (M / ) -> • • • 

ce qui montre que i7j est un foncteur homologique. 

Troisieme etape : Montrons a present que est un foncteur effagable pour i > 0. Puisque 
P est ^4 e -inversible, il est A-projectif a gauche. Done si P est un A e -module projectif, 
X> <g)_A P est encore projectif et par consequent Hi{P) = Hi(A, V ®a P) est nul pour i > 0. 



13 



Quatrieme etape : D'apres la proposition 3.5, c n — : To — > Hq est un isomorphisme. 

Cinquieme etape : Par decalage d'indice (cf [Br], III, 7.3, p. 75), on deduit de tout ce qui 
precede que pour tout i > 0, c n — : Tj — > ifj est un isomorphisme. 

5. Une demonstration du theoreme de V. Ginzburg. 

Definition 5.1. On dit que Valgebre A est une algebre de Calabi-Yau de dimension d si A 
est une algebre a dualite de Van den Bergh de dimension cohomologique d dont le module 
dualisant V = H d (A, A e ) est un A e -module isomorphe a A. 

Soit A une algebre de Calabi-Yau de dimension d. Posons H* = H*(A, A) et = H*(A, A). 
Soit B le bord de Connes. D'apres le resultat de Tamarkin et Tsygan rappele en 2.2, 
(H* , H * , B) est un calcul de Tamarkin-Tsygan. Soit c £ Hd(A,D) la classe fondamentale 
de Palgebre A. Du theoreme 4.2, nous deduisons que (H*,H*, B, c) est un calcul de 
Tamarkin-Tsygan a dualite. Compte tenu du theoreme 1.6, on a done montre 

Theoreme 5.2. (V. Ginzburg) Une algebre de Calabi-Yau est une BV-algebre. Plus 
precisement, soit A une algebre de Calabi-Yau de dimension d, de classe fondamentale c. 
Soit D = c H — 1 'isomorphisme de dualite de Van den Bergh. Alors A := (— l) d DBD -1 
est un generateur du crochet de Gerstenhaber de H*(A,A), e'est-a-dire que pour tout 
a £ H p (A,A) et tout (3 e H q (A,A), on a Vegalite 

[a, (3} = A(a Up)- (-l) p a U A(/3) - A(a) U p. 

6. Une demonstration d'un resultat de M. Kontsevich. 

V. Ginzburg attribue le resultat suivant a M. Kontsevich. 

Theoreme 6.1. ([G], 6.1.1). Soit X une variete orientee aspherique de dimension 3. Alors 
C[7Ti(X)], algebre du groupe fondamental de X est une algebre de Calabi-Yau de dimension 
3. 

Nous proposons une demonstration de ce resultat sous la forme suivante. 

Lemme 6.2. Soit G un groupe a dualite de Poincare. On suppose G orientable de dimension 
cohomologique d. Soit k un corps de caracteristique zero ou premiere a l'ordre du groupe 
G. Alors Valgebre du groupe A = k[G] est une algebre de Calabi-Yau de dimension d. 

Pour demontrer ce lemme, rappelons le vocabulaire des groupes a dualite de Poincare ([B-E], 
[Br], VIII, 10). 

On dit qu'un groupe G est de type FP si Z admet une Z[G]-resolution de longueur finie 
par des Z[G]-modules projectifs de type fini. Dans ce cas, la dimension cohomologique d 
du groupe G est d = pdim z j G ]Z. 
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Le groupe G de type FP, de dimension cohomologique d est a dualite de Poincare si 
Ext^[ G ](Z, Z[G]) = pour i / et si Vq ■= Ext^ G j(Z, Z[G]) est un Z-module isomorphe a 
Z. Le Z[G]-module D G s'appelle le module dualisant du groupe G. 

Le groupe G est a dualite de Poincare orientable s'il est a dualite de Poincare et si son 
module dualisant T>q est un Z[G]-module isomorphe au Z[G]-module trivial Z. 

Proposition 6.3. Soient G un groupe, k un corps de caracteristique zero ou premiere 
a l'ordre de G, et soit A l'algebre du groupe k[G]. On suppose que G est un groupe de 
type FP de dimension cohomologique d. Alors l'algebre A est une algebre de type FP de 
dimension cohomologique d et pour tout i on a des isomorphismes de A e -modules 

Ext^e^A 6 ) Ex4 [G] (Z,Z[G]) ®z A. 

En particulier, si G est a dualite de Poincare de module dualisant T>g, alors A est une algebre 
a dualite de Van den Bergh dont le module dualisant T>a est A e -isomorphe a T>q <&z A. 

Demonstration. Puisque k est de caracteristique zero ou premiere a l'ordre de G, A est un 
Z[G]-module plat. Le foncteur 

- ®z[G] A : Z[G]-Mod -> ,4-Mod 

est done exact. Puisque A est un A;- module projectif, il est plat. Le foncteur 

- ® k A : ,4-Mod -» ^® 2 -Mod 

est egalement exact. Le foncteur compose — <S>z[G] A® 2 est done exact. Puisque G est de 
type FP, de dimension d, il existe une Z[G]-resolution de longueur d 

0^P d ^ > P ^ £ Z -> 

du Z[G]-module trivial Z par des Z-modules projectifs de type fini. Par application du 
foncteur exact — <S>^[G] A® 2 et compte tenu de l'isomorphisme de fc-algebres A e = A® 2 , on 
obtient une A e -resolution de longueur d de A par des A e -modules projectifs de type fini. 
Ceci montre que A est de type FP, de dimension cohomologique d. 
Les isomorphismes 

Ext^A, A e ) = E^ [G] (Z,Z[G])^ z[G] A e * Ex4 [G] (Z,Z[G])0 z[G] A® 2 * Ex4 [G] (Z,Z[G])® z A 
achevent la demonstration de la proposition 6.3. 

Demonstration du lemme 6.2. D'apres 6.3, puisque G est a dualite de Poincare, A = k[G] 
est a dualite de Van den Bergh et 

V A V G ® z A. 
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Puisque G est orientable, Paction de G sur Vq = Z est triviale et on a done un isomorphime 
de A e -modules T>a — A, ce qui montre que A est Calabi-Yau. 

Remarques. 

- De 6.2 et 5.1, on deduit que sous les hypotheses 6.2, l'algebre de cohomologie de Hochschild 
de A = k[G] est une BV-algebre. Dans le cas des varietes orientees aspheriques de dimension 
d, D. Vaintrob [V] a montre le lien entre cette structure BV sur H*(A,A) et la structure 
BV de Chas-Sullivan sur l'homologie singuliere H*(£(X)) de l'espace des lacets libres sur 
X. 

- Si G est a dualite de Poincare non orientable, l'algebre A = k[G] est toujours une algebre 
a dualite de Van den Bergh mais puisque l'operation de G sur T>q = Z n'est pas triviale, 
le module dualisant T>a de l'algebre A est un ^-module isomorphe au module tordu V A, 
(e'est-a-dire g • x ■ h = <p(g)xh) o <p est l'isomorphime ip : A — > A defini par ip(g) = n g g avec 
n g = g ■ 1. 
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